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Montante di una rendita in progressione aritmetica
Regime composto
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
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Il montante e`:
Vn =
(
C +
ρ
i
)
sn|i − n
ρ
i
(1)
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Si vuole costituire, in regime composto e al tasso i, il capitale K,
mediante venti versamenti, in progressione aritmetica, in modo che il
ventesimo versamento sia il doppio del primo.
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Si vuole costituire, in regime composto e al tasso i, il capitale K,
mediante venti versamenti, in progressione aritmetica, in modo che il
ventesimo versamento sia il doppio del primo.
Bisogna imporre che il montante della rendita in progressione arit-
metica sia K e la condizione sulla progressione C20 = 2C; K e i si
intendono fissati: (1) diviene:(
C +
ρ
i
)
s20|i − 20
ρ
i
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Si vuole costituire, in regime composto e al tasso i, il capitale K,
mediante venti versamenti, in progressione aritmetica, in modo che il
ventesimo versamento sia il doppio del primo.
Bisogna imporre che il montante della rendita in progressione arit-
metica sia K e la condizione sulla progressione C20 = 2C; K e i si
intendono fissati: (1) diviene:(
C +
ρ
i
)
s20|i − 20
ρ
i
= K.
Imponendo C20 = 2C otteniamo:
(
C +
ρ
i
)
s20|i − 20
ρ
i
= K,
C + 19ρ = 2C,
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da cui si trova:
C =
19 iK
s20|i + 19 i s20|i − 20
, ρ =
iK
s20|i + 19 i s20|i − 20
.
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Valore attuale di una rendita in progressione aritmetica
Regime composto
Sia ρ la ragione e C il primo termine Ck = C + (k − 1)ρ.
1 2 nk. . . . . . . . . . .
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. . . . . . . . . . .
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V0 =
(
C + nρ +
ρ
i
)
an|i − n
ρ
i
(2)
La si ottiene ricordando che V0 = (1 + i)
−n Vn
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Rendita perpetua in progressione aritmetica
Valore attuale
∞∑
n=1
[C + (n− 1)ρ] (1 + i)−n = C
i
+
ρ
i2
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Indici temporali di rendite in progressione aritmetica
Scadenza media aritmetica. Se ρ e` la ragione e C il primo termine
della progressione, di n termini
t¯ =
(n+ 1) (3C + 2(n− 1)ρ)
6C + 3(n− 1)ρ
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Indici temporali di rendite in progressione aritmetica
Scadenza media finanziaria: attenzione errore di stampa nella formula
(2.41)
t∗ =
ln
(n
2
(C + Cn)
)
− ln
(
(1 + i)−n [iC + ρ− (i (Cn + ρ) + ρ)]
i2
)
ln (1 + i)
.
e` sbagliata
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Scadenza media finanziaria: attenzione errore di stampa nella formula
(2.41)
t∗ =
ln
(n
2
(C + Cn)
)
− ln
(
(1 + i)−n [iC + ρ− (i (Cn + ρ) + ρ)]
i2
)
ln (1 + i)
.
e` sbagliata formula esatta
t∗ =
ln
(n
2
(C + Cn)
)
− ln
(
iC + ρ− (1 + i)−n (i (Cn + ρ) + ρ)
i2
)
ln (1 + i)
.
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Rendite in progressione geometrica
Una Progressione geometrica e` una successione (xn) , xn 6= 0 per
ogni n ∈ N, tale per cui il rapporto ρ fra due termini successivi e`
costante. Dunque:
xn
xn−1
= ρ (3)
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Rendite in progressione geometrica
Una Progressione geometrica e` una successione (xn) , xn 6= 0 per
ogni n ∈ N, tale per cui il rapporto ρ fra due termini successivi e`
costante. Dunque:
xn
xn−1
= ρ (3)
La progressione e` univocamente determinata se si fissa il primo ter-
mine x1.
xn = a ρ
n−1 (3′)
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Teorema
Se (xn) e` una progressione geometrica non degenere di primo termine
1:
n∑
k=1
ρk−1 =
1− ρn
1− ρ (4)
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Teorema
Se (xn) e` una progressione geometrica non degenere di primo termine
1:
n∑
k=1
ρk−1 =
1− ρn
1− ρ (4)
Corollario
n∑
k=1
k ρk−1 =
n ρn+1 − (n+ 1)ρn + 1
(1− ρ)2 (5)
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Rendite in progressione geometrica
Rendita con termini ai tempi 1, 2, . . . , n dati da Ck = Cρ
k−1, k =
1, . . . , n. La ragione ρ della progressione e` positiva e diversa da 1 e
anche C e` positivo.
1 2 nk. . . . . . . . . . .
! !!
O + 1
C C C C
. . . . . . . . . . .
k (n - 1)
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Regime semplice
Montante
Vn = C
[
1− ρn
1− ρ (1 + in)− i
nρn+1 − (n+ 1)ρn + 1
(1− ρ)2
]
(6)
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Regime composto
Ipotesi: ρ 6= 1 + i. In questo modo si escludono casi “degeneri”
Montante
Vn = C
n∑
k=1
ρk−1 (1 + i)n−k (7)
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Regime composto
Ipotesi: ρ 6= 1 + i. In questo modo si escludono casi “degeneri”
Montante
Vn = C
n∑
k=1
ρk−1 (1 + i)n−k = C
(1 + i)n − ρn
1 + i− ρ (7)
Valore attuale
V0 = C
(1 + i)n − ρn
(1 + i)n (1 + i− ρ) (8)
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Valore attuale della rendita perpetua
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n
14/24 Pi?
22333ML232
Valore attuale della rendita perpetua
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n =
α1
1 + i− ρ
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Valore attuale della rendita perpetua
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n
V∞ =
∞∑
n=1
α1ρ
n−1(1 + i)−n =
α1
1 + i− ρ
attenzione la formula vale per ρ < 1 + i
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Indici temporali di rendite in progressione geometrica
Scadenza media aritmetica
t¯ = n+
1
1− ρ −
n
1− ρn
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Indici temporali di rendite in progressione geometrica
Scadenza media aritmetica
t¯ = n+
1
1− ρ −
n
1− ρn
Scadenza media finanziaria
t∗ =
lnC
1− ρn
1− ρ − ln
C (1− ρn(1 + i)−n)
1 + i− ρ
ln (1 + i)
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Rendite frazionate in regime composto
Si considera, data la rendita temporanea di n ∈ N termini uguali,
periodica, fissato p ∈ N, la rendita Rp, costituita da p × n termi-
ni ottenuti frazionando ciascuno degli intervalli temporali in p parti
di egual ampiezza 1/p e prendendo in ciascuno come termine della
rendita C/p
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Si considera, data la rendita temporanea di n ∈ N termini uguali,
periodica, fissato p ∈ N, la rendita Rp, costituita da p × n termi-
ni ottenuti frazionando ciascuno degli intervalli temporali in p parti
di egual ampiezza 1/p e prendendo in ciascuno come termine della
rendita C/p
Se i e` il tasso di valutazione di R, allora Rp va valutata rispetto al
tasso equivalente ip. Frazionando la rendita l’importo complessiva-
mente versato non cambia, cambiano pero` sia il montante sia il valore
attuale, ottenuti attraverso il tasso equivalente.
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Rendite frazionate in regime composto
Si considera, data la rendita temporanea di n ∈ N termini uguali,
periodica, fissato p ∈ N, la rendita Rp, costituita da p × n termi-
ni ottenuti frazionando ciascuno degli intervalli temporali in p parti
di egual ampiezza 1/p e prendendo in ciascuno come termine della
rendita C/p
Se i e` il tasso di valutazione di R, allora Rp va valutata rispetto al
tasso equivalente ip. Frazionando la rendita l’importo complessiva-
mente versato non cambia, cambiano pero` sia il montante sia il valore
attuale, ottenuti attraverso il tasso equivalente. Supponiamo, sen-
za perdita di generalita`, che la rendita R sia costituita da termini
costanti unitari
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Il montante della rendita frazionata Rp e` :
n p∑
k=1
1
p
(1 + ip)
n p−k =
sn p|ip
p
. (MF)
Pertanto (MF) diviene:
n p∑
k=1
1
p
(1 + ip)
n p−k =
i
pip
sn|i (MF ′)
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Il montante della rendita frazionata Rp e` :
n p∑
k=1
1
p
(1 + ip)
n p−k =
sn p|ip
p
. (MF)
Ora (MF) si puo` scrivere in funzione di sn|i , infatti:
sn p|ip
p
=
(1 + ip)
n p − 1
p ip
=
(1 + ip)
n p − 1
p ip i
i =
i
p ip
sn|i .
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1
p
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i
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Il montante della rendita frazionata Rp e` :
n p∑
k=1
1
p
(1 + ip)
n p−k =
sn p|ip
p
. (MF)
Ora (MF) si puo` scrivere in funzione di sn|i , infatti:
sn p|ip
p
=
(1 + ip)
n p − 1
p ip
=
(1 + ip)
n p − 1
p ip i
i =
i
p ip
sn|i .
Pertanto (MF) diviene:
n p∑
k=1
1
p
(1 + ip)
n p−k =
i
pip
sn|i (MF ′)
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Per la disuguaglianza di Bernoulli si vede che:
i
p ip
=
(1 + ip)
p − 1
p ip
>
p ip
p ip
= 1.
quindi il montante delle rendita frazionata supera quello della rendita
originale
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Se, anziche´ determinare la rendita frazionata, si cerca la rendita sot-
toperiodale, ottenuta frazionando solo le valute, che abbia lo stesso
montante della rendita originale, bisogna sostituire la quantita` 1/p in
(MF) con una x da determinarsi, in modo che:
x
i
ip
sn|i = sn|i , vale a dire x =
ip
i
. (9)
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Se, anziche´ determinare la rendita frazionata, si cerca la rendita sot-
toperiodale, ottenuta frazionando solo le valute, che abbia lo stesso
montante della rendita originale, bisogna sostituire la quantita` 1/p in
(MF) con una x da determinarsi, in modo che:
x
i
ip
sn|i = sn|i , vale a dire x =
ip
i
. (9)
Usando la disuguaglianza di Bernoulli si vede che
p x =
p ip
(1 + ip)
p − 1 <
p ip
p ip
= 1.
Questo significa che volendo costituire un capitale entro un dato pe-
riodo di tempo con versamenti periodici, l’esborso complessivo sara`
tanto piu` piccolo quanto i versamenti saranno piu` frequenti
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I ragionamenti svolti possono essere ripetuti anche per il valore attua-
le:
n p∑
k=1
1
p
(1 + ip)
−k =
an p|ip
p
=
i
p ip
an|i .
21/24 Pi?
22333ML232
Esempio
Si consideri una rendita decennale immediata e costante con rate an-
nue di ¤1 500. Determinare le rendite mensile, bimestrale, trimestra-
le, quadrimestrale e semestrale ad essa equivalenti al tasso annuo i del
6%.
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I tassi equivalenti e le rate relative ottenute mediante (9) sono elencati
nella tabella:
p ip
ip
i rata equivalente
mensile 12 0,00486755 0,08112583 ¤121,69
bimestrale 6 0,00975879 0,16264650 ¤243,97
trimestrale 4 0,01467384 0,24456400 ¤366,85
quadrimestrale 3 0,01961282 0,32688033 ¤490,32
semestrale 2 0,02956301 0,49271683 ¤739,08
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Il montante della rendita originaria e`
1 500× s10|i = 1 500× 13, 18079494 = ¤19 771, 19
in accordo ragionevole con i montanti delle rendite equivalenti di cui
abbiamo determinato le rate, come illustrato dalla tabella seguente:
p rata sn p|ip montante
mensile 12 ¤121,69 162,473436 ¤19 771,39
bimestrale 6 ¤243,97 81,039478 ¤19 771,20
trimestrale 4 ¤366,85 53,895045 ¤19 771,40
quadrimestrale 3 ¤490,32 40,322991 ¤19 771,17
semestrale 2 ¤739,08 26,751253 ¤19 771,32
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Le discrepanze con il montante della rendita originaria si spiegano con
i problemi posti dall’arrotondamento al centesimo di euro. Se consi-
derassimo rate virtuali con arrotondamenti piu` precisi, le discrepanze
diminuirebbero, ma non completamente:
p rata sn p|ip montante
mensile 12 121,688745 162,473436 197˙71,1886
bimestrale 6 243,96975 81,039478 19 771,1813
trimestrale 4 366,8460 53,895045 19 771,1815
quadrimestrale 3 490,320495 40,322991 19 771,1890
semestrale 2 739,0752 26,751253 19 771,1875
